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MỞ ĐẦU

1 Tổng quan tình hình nghiên cứu

Nguyên lí ánh xạ co Banach được xem là một trong những định lí cơ bản

nhất trong lí thuyết điểm bất động. Giả thiết của Nguyên lí ánh xạ co Banach

khá mạnh, nó bao gồm cả tính liên tục của ánh xạ. Do đó, một câu hỏi tự nhiên

được đặt ra là: Tìm một điều kiện co để tồn tại điểm bất động cho ánh xạ mà

không cần điều kiện liên tục của nó? Câu trả lời được khẳng định bởi các tác

giả Chatterjea [5], Kannan [10], [11], Y. Alber và S. G. Delabriere [1]. . . Việc mở

rộng Nguyên lí ánh xạ co Banach cho lớp ánh xạ trên các không gian khác nhau

cũng được nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu [21].

Năm 2010 Khamsi [12] giới thiệu lớp không gian mêtric suy rộng là kiểu-

mêtric. Sau đó vấn đề định lí điểm bất động trên lớp không gian này được nhiều

tác giả quan tâm nghiên cứu.

Trong [13], Kirl và các cộng sự đã giới thiệu khái niệm biểu diễn tuần hoàn

và đã đặc trưng Nguyên lí ánh xạ co Banach cho ánh xạ tuần hoàn. Năm 2013,

Chandok và Postolache đã chứng minh định lí điểm bất động cho điều kiện co

tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu trên không gian mêtric và đạt được một số kết

quả trong [4].

Gần đây, Sedghi, Shobe và Aliouche đã đưa ra khái niệm và một số tính chất
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của không gian S-mêtric trong [20]. Đồng thời các tác giả cũng đã phát biểu và

chứng minh một số định lí điểm bất động trên không gian S-mêtric.

Sau đó S. Sedghi [19] và các cộng sự đã chứng minh được không gian S-mêtric

là không gian kiểu-mêtric đặc biệt với K =
3

2
.

Ở trong nước, hướng nghiên cứu này đang được tiến hành bởi số tác giả ở

Trường Đại học Vinh, Trường Đại học Hồng Đức, Viện Toán học và thu được

một số kết quả [15]. Hiện tại, nhóm nghiên cứu tại Trường Đại học Đồng Tháp

đang thảo luận một số vấn đề về không gian mêtric và những suy rộng của nó,

bước đầu đã thu được một số kết quả [7], [8], [9].

Trong đề tài này chúng tôi chứng minh định lí điểm bất động cho điều

kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu trên không gian S-mêtric hay không gian

kiểu-mêtric với K =
3

2
, đồng thời đưa ra ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.

2 Tính cấp thiết của đề tài

Trên cơ sở nghiên cứu một số tài liệu liên quan đến định lí điểm bất động cho

điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu trên không gian S-mêtric, chúng tôi

nhận thấy rằng định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea

yếu trên không gian mêtric trong [4] chưa được nghiên cứu trên không gian S-

mêtric. Vì vậy, trong đề tài này chúng tôi đặt vấn đề khảo sát định lí điểm bất

động trong bài báo [4] trên không gian S-mêtric.

Kết quả đề tài góp phần làm phong phú định lí điểm bất động trên không

gian S-mêtric. Nó còn là một tài liệu tham khảo cho sinh viên Khoa SP Toán

- Tin Trường Đại học Đồng Tháp trong học tập và nghiên cứu các môn học

chuyên ngành Giải tích.
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3 Mục tiêu nghiên cứu

-Thiết lập và chứng minh định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn

kiểu Chatterjea yếu trong không gian S-mêtric.

- Xây dựng ví dụ minh họa cho kết quả đạt được.

4 Cách tiếp cận và phương pháp nghiên cứu

Cách tiếp cận: Nghiên cứu tài liệu, bằng cách tương tự hóa những kết quả

đã có đề xuất kết quả mới.

Mô tả phương pháp: Sinh viên nghiên cứu tài liệu, nắm vững những kết quả

đã có, sau đó trình bày trước nhóm thảo luận. Cùng với sự hướng dẫn của giảng

viên, sinh viên đề xuất sự tương tự hoá và chứng minh.

5 Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

- Đề tài nghiên cứu định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu

Chatterjea yếu trong không gian S-mêtric.

- Đề tài thuộc lĩnh vực lí thuyết điểm bất động trong không gian S-mêtric.

6 Nội dung nghiên cứu

Đề tài nghiên cứu định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu

Chatterjea yếu trong không gian S-mêtric. Nội dung chính của đề tài được trình

bày trong 2 chương.

Chương 1: Kiến thức chuẩn bị.
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Chương 2: Định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea

yếu trong không gian S-mêtric.
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CHƯƠNG 1

KIẾN THỨC CHUẨN BỊ

Trong mục này chúng tôi trình bày một số khái niệm và định lí cần sử dụng

trong chương sau.

1.1 Khái quát về không gian S-mêtric

1.1.1 Định nghĩa ([20], Defintion 2.1). Cho X là tập hợp khác rỗng. Ánh xạ

S : X3 −→ [0,∞) được gọi là S-mêtric trên X nếu các điều kiện sau được thỏa

mãn với mọi x, y, z, a ∈ X

(i) S(x, y, z) = 0 khi và chỉ khi x = y = z;

(ii) S(x, y, z) ≤ S(x, x, a) + S(y, y, a) + S(z, z, a).

Khi đó (X,S) được gọi là không gian S-mêtric.

1.1.2 Ví dụ. Cho tập X = R. Khi đó công thức S(x, y, z) = |x − z| + |y − z|

với mọi x, y, z ∈ R là một S-mêtric trên R.

Thật vậy

Với mọi x, y, z, a ∈ R ta có

(i) |x− z|+ |y − z| ≥ 0⇔ S(x, y, s) ≥ 0.

(ii) Ta có |x − z| + |y − z| = 0 khi và chỉ khi |x − z| = 0 và |y − z| = 0 hay
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x = y = z.

Suy ra S(x, y, z) = 0 khi và chỉ khi x = y = z.

(iii) Ta có |x− z|+ |y − z| = |x− a+ a− z|+ |y − a+ a− z|

≤ |x− a|+ |z − a|+ |y − a|+ |z − a|

= |x− a|+ |y − a|+ 2|z − a|

≤ 2|x− a|+ 2|y − a|+ 2|z − a|

= S(x, x, a) + S(y, y, a) + S(z, z, a).

Các điều kiện của Định nghĩa 1.1.1 được thỏa mãn nên S(x, y, z) là một S-mêtric.

1.1.3 Mệnh đề ([20], Lemma 2.5). Cho (X,S) là không gian S-mêtric. Khi đó

S(x, x, y) = S(y, y, x) với mọi x, y ∈ X.

1.1.4 Hệ quả ([8], Lemma 1.7). Cho (X,S) là một không gian S-mêtric. Khi

đó với mọi x, y, a ∈ X, ta có

S(x, x, y) ≤ 2S(y, y, a) + S(a, a, x)

và

S(x, x, y) ≤ 2S(x, x, a) + S(a, a, y).

1.2 Sự hội tụ trong không gian S-mêtric

1.2.1 Định nghĩa ([20], Defintion 2.8). Cho (X,S) là một không gian S-mêtric.

(i) Dãy {xn} trong X được gọi là hội tụ về x nếu limS(xn, xn, x) = 0, tức là

với mọi ε > 0 tồn tại n0 ∈ N sao cho S(xn, xn, x) < ε với mọi n ≥ n0, kí hiệu

limxn = x.

(ii) Dãy {xn} ⊂ X được gọi là dãy Cauchy nếu với mọi ε > 0 tồn tại n0 ∈ N

S(xn, xn, xm) < ε với mọi n,m ≥ n0.

(iii) Không gian S-mêtric (X,S) được gọi là đầy đủ nếu mỗi dãy Cauchy trong
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(X,S) là một dãy hội tụ.

1.2.2 Định nghĩa ([20], Defintion 2.6). Cho (X,S) là không gian S-mêtric và

A ⊂ X. Với r > 0 và x ∈ X, ta định nghĩa quả cầu mở BS(x, r) và quả cầu đóng

BS[x, r], tâm x bán kính r như sau

BS(x, r) = {y ∈ X : S(y, y, x) < r},

BS[x, r] = {y ∈ X : S(y, y, x) ≤ r}.

Tôpô sinh bởi S-mêtric là tôpô được xác định bởi họ các quả cầu mở trên X.

1.2.3 Mệnh đề ([20], Lemma 2.10). Giới hạn (nếu có) của một dãy trong không

gian S-mêtric là duy nhất.

1.2.4 Mệnh đề ([20], Lemma 2.12). Cho (X,S) là không gian S-mêtric. Nếu

dãy {xn},{yn} lần lượt hội tụ về x, y thì limS(xn, xn, yn) = S(x, x, y).

1.2.5 Mệnh đề. Nếu A là tập con đóng trong không gian S-mêtric đầy thì A

là không gian đầy.

Chứng minh. Giả sử {xn} là dãy Cauchy trong Y . Khi đó {xn} là dãy Cauchy

trong X, vì X đầy nên tồn tại x ∈ X sao cho {xn} hội tụ về x. Do Y đóng nên

x ∈ Y . Vậy Y đầy.

Tiếp theo ta phát biểu lại khái niệm hàm nửa liên tục dưới.

1.2.6 Định nghĩa ([14]). Cho X, Y là hai tập con của tập số thực và hàm

ψ : X × X −→ Y được gọi là nửa liên tục dưới trên X × X nếu với mỗi dãy

{(xn, yn)} ⊂ X ×X và {(xn, yn)} hội tụ đến (x, y) ∈ X ×X thì limψ(xn, yn) ≥

ψ(x, y).
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CHƯƠNG 2

ĐỊNH LÍ ĐIỂM BẤT ĐỘNG CHO ĐIỀU KIỆN

CO TUẦN HOÀN KIỂU CHATTERJEA YẾU

TRONG KHÔNG GIAN S-MÊTRIC

2.1 Định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần

hoàn kiểu Chatterjea yếu trong không gian S-

mêtric

Trước hết ta nêu một số khái niệm liên quan đến tính tuần hoàn của tập X.

2.1.1 Định nghĩa ([4], Defintion 1.1). Cho X 6= ∅ và ánh xạ T : X −→ X.

Khi đó X =
m⋃
i=1

Xi được gọi là sự biểu diễn tuần hoàn của X đối với T nếu các

điều kiện sau được thỏa mãn

(i) Xi, i = 1, ...,m là những tập hợp khác rỗng;

(ii) T (X1) ⊂ X2, ..., T (Xm−1) ⊂ Xm, T (Xm) ⊂ X1 .

2.1.2 Định nghĩa ([4]). Kí hiệu Φ là tập hợp các hàm số liên tục, không giảm

µ : [0,+∞) −→ [0,+∞), với µ(t) = 0 nếu và chỉ nếu t = 0. Kí hiệu Ψ là tập

hợp các hàm nửa liên tục dưới ψ : [0,+∞)
2 −→ [0,+∞), với ψ(t1, t2) > 0, với

mọi t1, t2 ∈ (0,+∞)và ψ(0, 0) = 0.
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2.1.3 Định nghĩa. Cho (X,S) là không gian S-mêtric, A1, A2, ..., Am, m ∈ N

là dãy các tập con khác rỗng của X và Y =
m⋃
i=1

Ai. Khi đó ánh xạ T : Y −→ Y

được gọi là co tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu nếu các điều kiện sau được thỏa

mãn

(i)
m⋃
i=1

Ai là sự biểu diễn tuần hoàn của Y đối với T ;

(ii) µ(S(Tx, Tx, Ty)) ≤ µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])

− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

với x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, i = 1, 2, ...,m, trong đó Am+1 = A1, µ ∈ Φ và, ψ ∈ Ψ.

Sau đây là kết quả chính của đề tài.

2.1.4 Định lí. Cho (X,S) là không gian S-mêtric đầy đủ, m ∈ N, A1, A2, ..., Am

là dãy tập đóng khác rỗng của X và Y =
m⋃
i=1

Ai. Giả sử T : Y −→ Y là co tuần

hoàn kiểu Chatterjea yếu. Khi đó T có duy nhất điểm bất động z ∈
m⋂
i=1

Ai.

Chứng minh. Cho x0 ∈ Y ta xây dựng được dãy xn+1 = Txn, n = 0, 1, .... Nếu

tồn tại n0 ∈ N sao cho xn0+1 = xn0 thì Txn0 = xn0+1 = xn0. Vậy T có điểm bất

động là xn0.

Giả sử xn+1 6= xn với mọi n = 0, 1, 2, .... Vì Y =
m⋃
i=1

Ai nên với mọi n > 0

tồn tại in ∈ {1, 2, ...m} sao cho xn−1 ∈ Ain và xn ∈ Ain+1. Sử dụng điều kiện co

tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu của T và tính không âm của hàm của ψ, ta được

µ(S(xn+1, xn+1, xn))

= µ(S(Txn, Txn, Txn−1))

≤ µ(
1

3
[S(xn, xn, Txn−1) + S(xn−1, xn−1, Txn)])

−ψ(S(xn, xn, Txn−1), S(xn−1, xn−1, Txn))

= µ(
1

3
[S(xn, xn, xn) + S(xn−1, xn−1, xn+1)])



10

−ψ(S(xn, xn, xn), S(xn−1, xn−1, xn+1))

= µ(
1

3
S(xn−1, xn−1, xn+1))

−ψ(0, S(xn−1, xn−1, xn+1)) (2.1)

< µ(
1

3
S(xn−1, xn−1, xn+1)).

Do µ là hàm không giảm nên ta có

S(xn+1, xn+1, xn)

≤ 1

3
S(xn−1, xn−1, xn+1)

≤ 1

3
[2S(xn+1, xn+1, xn) + S(xn−1, xn−1, xn)]

=
2

3
S(xn+1, xn+1, xn) +

1

3
S(xn−1, xn−1, xn). (2.2)

Suy ra S(xn+1, xn+1, xn) ≤ S(xn−1, xn−1, xn). Vậy {S(xn+1, xn+1, xn)} là dãy

giảm, không âm nên hội tụ. Khi đó tồn tại r ≥ 0 sao cho limS(xn+1, xn+1, xn) = r.

Cho n→ +∞ trong (2.2), ta được r ≤ lim
1

3
S(xn−1, xn−1, xn+1) ≤

2

3
r+

1

3
r = r.

Suy ra

limS(xn−1, xn−1, xn+1) = 3r.

Cho n→ +∞ trong (2.1), sử dụng liên tục của µ ta được µ(r) ≤ µ(r)−ψ(0, 3r).

Tiếp tục sử dụng tính không âm của ψ ta được ψ(0, 3r) = 0 hay r = 0, tức là

limS(xn+1, xn+1, xn) = 0.

Tiếp theo ta chứng minh {xn} là dãy Cauchy. Trước hết ta chứng minh khẳng

định sau.

Cho ε > 0 bất kỳ. Khi đó tồn tại n ∈ N sao cho nếu r, q ≥ n với r − q ≡

1 (modm) thì S(xr, xr, xq) < ε.

Thật vậy, giả sử ngược lại, tồn tại ε > 0 sao cho với mỗi số tự nhiên n, tồn tại

rn, qn thỏa mãn rn > qn ≥ n và rn − qn ≡ 1 (modm) ta có S(xrn, xrn, xqn) ≥ ε.
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Ta chọn n > 2m, tương ứng với qn > n, ta chọn rn là số nguyên dương nhỏ

nhất thỏa mãn rn > qn, rn − qn ≡ 1 (modm) và S(xrn, xrn, xqn) ≥ ε. Khi đó

S(xrn−m, xrn−m, xqn) < ε. Sử dụng bất đẳng thức tam giác, Mệnh đề (1.1.3) và

Hệ quả (1.1.4) ta có

ε ≤ S(xqn, xqn, xrn)

≤ S(xqn, xqn, xrn−m) + 2S(xrn, xrn, xrn−m)

< ε+ 2[S(xrn, xrn, xrn−1) + 2S(xrn−1, xrn−1, xrn−m)]

≤ ε+ 2S(xrn, xrn, xrn−1)

+22[S(xrn−1, xrn−1, xrn−2) + 2S(xrn−2, xrn−2, xrn−m)]

= ε+
m∑
k=1

2kS(xrn−k+1, xrn−k+1, xrn−k).

Cho n→ +∞ trong bất đẳng thức trên ta được

limS(xqn, xqn, xrn) = ε.

Mặt khác ta có

ε ≤ S(xqn, xqn, xrn)

≤ 2S(xqn, xqn, xqn+1) + S(xrn, xrn, xqn+1)

≤ 2S(xqn, xqn, xqn+1) + 2S(xrn, xrn, xrn+1) + S(xqn+1, xqn+1, xrn+1)

≤ 2S(xqn, xqn, xqn+1) + 2S(xrn, xrn, xrn+1)

+2S(xqn+1, xqn+1, xqn) + S(xrn+1, xrn+1, xqn)

≤ 2S(xqn, xqn, xqn+1) + 2S(xrn, xrn, xrn+1) + 2S(xqn+1, xqn+1, xqn)

+2S(xrn+1, xrn+1, xrn) + S(xqn, xqn, xrn).

Cho n→ +∞ trong bất đẳng thức trên ta được

limS(xqn+1, xqn+1, xrn+1) = ε.
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Sử dụng Mệnh đề (1.1.3) Hệ quả (1.1.4) ta có

S(xqn, xqn, Txrn)

= S(xqn, xqn, xrn+1)

≤ S(xqn, xqn, xrn) + 2S(xrn+1, xrn+1, xrn) (2.3)

và

S(xrn, xrn, Txqn)

= S(xrn, xrn, xqn+1)

≤ 2S(xrn, xrn, xqn) + S(xqn+1, xqn+1, xqn). (2.4)

Cho n→ +∞ trong (2.3) và (2.4), ta được

limS(xqn, xqn, Txrn) = ε (2.5)

và

limS(xrn, xrn, Txqn) = ε. (2.6)

Vì rn− qn ≡ 1 (modm) nên mỗi phần tử xqn, xrn chỉ thuộc một trong hai tập Ai

và Ai+1 với 1 ≤ i ≤ m. Khi đó sử dụng điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea

yếu của T và tính chất của hàm µ ta được

µ(ε) ≤ µ(S(xqn+1, xqn+1, xrn+1))

= µ(S(Txqn, Txqn, Txrn))

≤ µ(
1

3
[S(xqn, xqn, Txrn) + S(xrn, xrn, Txqn)])

−ψ(S(xqn, xqn, Txrn), S(xrn, xrn, Txqn))

= µ(
1

3
[S(xqn, xqn, xrn+1) + S(xrn, xrn, xqn+1)])

−ψ(S(xqn, xqn, xrn+1), S(xrn, xrn, xqn+1)). (2.7)
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Cho n → +∞ trong (2.7) sử dụng (2.5), (2.6), tính liên tục của hàm µ và nửa

liên tục dưới của ψ, ta được µ(ε) ≤ µ(
1

3
(ε + ε)) − ψ(ε, ε). Do ψ là hàm không

âm nên µ(ε) ≤ µ(
1

3
(ε+ ε)). Vì µ là hàm không giảm nên ε ≤ 2

3
ε . Điều này mâu

thuẫn với ε > 0 . Vậy khẳng định đã được chứng minh.

Áp dụng khẳng định trên, tiếp tục chứng minh định lí. Ta sẽ chứng minh

{xn} là dãy Cauchy trong tập Y . Với mọi ε > 0, theo khẳng định trên sẽ tồn tại

n0 ∈ N sao cho r, q ≥ n0, với r − q ≡ 1 (modm) thì

S(xr, xr, xq) ≤
ε

4
. (2.8)

Do limS(xn, xn, xn+1) = 0, nên tồn tại n1 ∈ N sao cho với mọi n ≥ n1, ta có

S(xn, xn, xn+1) ≤
ε

4m
. (2.9)

Chọn r, s ≥ max {n0, n1} và s ≥ r. Khi đó tồn tại k ∈ {1, 2, ...,m} sao cho

s− r ≡ k (modm), s− r + t ≡ 1 (modm) suy ra t = m− k + 1, ta có

S(xr, xr, xs)

≤ 2S(xr, xr, xs+t) + S(xs+t, xs+t, xs)

≤ 2S(xr, xr, xs+t) + 2S(xs+t, xs+t, xs+t−1) + S(xs+t−1, xs+t−1, xs)

≤ 2S(xr, xr, xs+t) + 2S(xs+t, xs+t, xs+t−1) + ...

+2S(xs+2, xs+2, xs+1) + S(xs+1, xs+1, xs).

Sử dụng (2.8), (2.9) ta được S(xr, xr, xs) ≤
ε

2
+ 2t

ε

4m
≤ ε

2
+ 2m

ε

4m
= ε.

Vậy {xn} là dãy Cauchy trong Y . Vì Y là tập đóng trong X đầy đủ nên Y

đầy theo Mệnh đề 1.2.5. Do đó tồn tại x ∈ Y sao cho limxn = x. Ta chứng minh

x là điểm bất động của T . Ta có Y =
m⋃
i=1

Ai là sự biểu diễn tuần hoàn của Y đối

với T còn dãy {xn} có vô số phần tử thuộc Ai với mọi i = {1, 2, ...,m}. Giả sử
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x ∈ Ai, Tx ∈ Ai+1, xét dãy con xnk
của xn với xnk

∈ Ai, sử dụng điều kiện co,

ta được

µ(S(xnk+1, xnk+1, Tx))

= µ(S(Txnk
, Txnk

, Tx))

≤ µ(
1

3
[S(xnk

, xnk
, Tx) + S(x, x, Txnk

)])

−ψ(S(xnk
, xnk

, Tx), S(x, x, Txnk
))

= µ(
1

3
[S(xnk

, xnk
, Tx) + S(x, x, xnk+1)])

−ψ(S(xnk
, xnk

, Tx), S(x, x, xnk+1)).

Cho n → +∞ trong bất đẳng thức trên và sử dụng tính liên tục của µ và nửa

liên tục dưới của ψ, ta được

µ(S(x, x, Tx))

≤ µ(
1

3
S(x, x, Tx))− ψ(S(x, x, Tx), 0))

≤ µ(S(x, x, Tx))− ψ(S(x, x, Tx), 0)).

Do hàm ψ không âm nên ψ(S(x, x, Tx), 0)) ≤ 0. Suy ra ψ(S(x, x, Tx), 0)) = 0

hay S(x, x, Tx) = 0 hay Tx = x. Vậy x là điểm bất động của T . Cuối cùng ta

chứng minh tính duy nhất của điểm bất động. Giả sử x và y là hai điểm bất

động của T và x 6= y , ta xét

µ(S(x, x, y))

= µ(S(Tx, Tx, Ty))

≤ µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])

−ψ(S(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx)))

= µ(
1

3
[S(x, x, y) + S(y, y, x)])
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−ψ(S(x, x, y), S(y, y, x))

= µ(
2

3
S(x, x, y))

−ψ(S(x, x, y), S(y, y, x))

≤ µ(
2

3
S(x, x, y)).

Suy ra S(x, x, y) ≤ 2

3
S(x, x, y) . Mâu thuẫn với điều kiện x 6= y.

Vậy x = y. Định lí được chứng minh.

Sau đây là một số hệ quả được suy ra từ Định lí 2.1.4. Nếu µ là ánh xạ đồng

nhất chúng ta có kết quả sau.

2.1.5 Hệ quả. Cho (X,S) là không gian S-mêtric đầy đủ, m ∈ N, A1, A2, ..., Am

là dãy tập con đóng khác rỗng của X và Y =
m⋃
i=1

Ai. Giả sử T : Y −→ Y là ánh

xạ thỏa mãn

(i)
m⋃
i=1

Ai là sự biểu diễn tuần hoàn của Y đối với T ;

(ii) S(Tx, Tx, Ty)) ≤ 1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)]− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

với mọi x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, i = 1, 2, ...,m, và Am+1 = A1, µ ∈ Φ, ψ ∈ Ψ.

Khi đó T có điểm bất động z ∈
m⋂
i=1

Ai.

Kết quả sau được suy ra từ Hệ quả 2.1.5 khi thay ψ(a, b) = (
1

3
− k)(a + b)

với k ∈ [0,
1

3
).

2.1.6 Hệ quả. Cho (X,S) là không gian S-mêtric đầy đủ, m ∈ N, A1, A2, ..., Am

là dãy tập con đóng khác rỗng của X và Y =
m⋃
i=1

Ai. Giả sử T : Y −→ Y là ánh

xạ thỏa mãn các điều kiện

(i)
m⋃
i=1

Ai là sự biểu diễn tuần hoàn của Y đối với T ;

(ii) Tồn tại k ∈ [0,
1

3
) sao cho S(Tx, Tx, Ty) ≤ k[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)]
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với mọi x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, i = 1, 2, ...,m, và Am+1 = A1.

Khi đó T có điểm bất động z ∈
m⋂
i=1

Ai.

2.2 Ứng dụng

Những hệ quả sau là các kết quả cho ánh xạ co kiểu tích phân, ta kí hiệu Λ

là tập hợp các hàm số µ: [0,+∞) −→ [0,+∞) thỏa mãn

(h1) µ là hàm khả tích trên [0, x] với mọi x > 0;

(h2) Với mọi ε > 0, ta có
∫ ε

0 µ(t)dt > 0.

2.2.1 Hệ quả. Cho (X,S) là không gian S-mêtric đầy đủ, m ∈ N, A1, A2, ..., Am

là dãy tập con đóng khác rỗng của X và Y =
m⋃
i=1

Ai. Giả sử T : Y −→ Y là ánh

xạ thỏa mãn các điều kiện

(i)
m⋃
i=1

Ai là sự biểu diễn tuần hoàn của Y đối với T ;

(ii) Tồn tại k ∈ [0,
1

3
) sao cho∫ S(Tx,Tx,Ty)

0 α(s)ds ≤ k
∫ S(x,x,Ty)+S(y,y,Tx)

0 α(s)ds

với mọi x ∈ Ai, y ∈ Ai+1, i = 1, 2, ...,m, Am+1 = A1 và α ∈ Λ. Khi đó T có điểm

bất động z ∈
m⋂
i=1

Ai.

2.2.2 Hệ quả. Cho (X,S) là không gian S-mêtric đầy đủ. Giả sử T : X −→ X

là ánh xạ thỏa mãn điều kiện∫ S(Tx,Tx,Ty)

0 α(s)ds ≤ k
∫ S(x,x,Ty)+S(y,y,Tx)

0 α(s)ds

với mọi x, y ∈ X, k ∈ [0,
1

3
) và α ∈ Λ. Khi đó T có điểm bất động z ∈ X.

2.2.3 Ví dụ. Cho X = R và S-mêtric được xây dựng như trong Ví dụ 1.1.2.

Giả sử A1 = [0, 1], A2 = [0,
1

3
], Y = A1

⋃
A2 và T : Y −→ Y sao cho Tx =

x

10

với x ∈ Y . Xét µ : [0,+∞) −→ [0,+∞) sao cho µ(t) = t và ψ : [0,+∞)
2 −→
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[0,+∞) thỏa mãn ψ(x, y) =
1

21
(x+ y). Ta có A1

⋃
A2 là sự biểu diễn tuần hoàn

của Y đối với T , µ ∈ Φ và ψ ∈ Ψ. Ta chứng minh T thỏa mãn điều kiện co tuần

hoàn kiểu Chatterjea yếu, nghĩa là với x, y ∈ Y ta có

µ(S(Tx, Tx, Ty)) ≤ µ(
1

3
[S(x, x, Ty)+S(y, y, Tx)])−ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx)).

Thật vậy ta có

µ(S(Tx, Tx, Ty)) = µ(2| x
10
− y

10
|) =

1

5
|x− y|. (2.10)

Mặt khác ta có

µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

= µ(
1

3
[2|x− y

10
|+ 2|y − x

10
|])− ψ(2|x− y

10
|, 2|y − x

10
|)

=
2

3
(|x− y

10
|+ |y − x

10
|)− 2

21
(|x− y

10
|+ |y − x

10
|)

=
4

7
(|x− y

10
|+ |y − x

10
|). (2.11)

Với x ≥ y, từ (2.10) ta có

µ(S(Tx, Tx, Ty)) =
1

5
(x− y).

Xét y ≤ x

10
từ (2.11) ta có

µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

=
4

7
(x− y

10
+

x

10
− y)

=
22

35
(x− y)

≥ 1

5
(x− y)

= µ(S(Tx, Tx, Ty)).
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Xét y >
x

10
từ (2.11) ta có

µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

=
4

7
(x− y

10
+ y − x

10
)

=
18

35
(x+ y) ≥ 1

5
(x− y)

= µ(S(Tx, Tx, Ty)).

Với y > x, từ (2.10) ta có

µ(S(Tx, Tx, Ty)) =
1

5
(y − x).

Xét x ≥ y

10
từ (2.11) ta có

µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

=
4

7
(x− y

10
+ y − x

10
)

=
18

35
(y + x)

≥ 1

5
(y + x)

≥ 1

5
(y − x)

= µ(S(Tx, Tx, Ty)).

Xét x ≤ y

10
từ (2.11) ta có

µ(
1

3
[S(x, x, Ty) + S(y, y, Tx)])− ψ(S(x, x, Ty), S(y, y, Tx))

=
4

7
(
y

10
− x+ y − x

10
)

=
22

35
(y − x)

≥ 1

5
(y − x)

= µ(S(Tx, Tx, Ty)).
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Do đó tất cả các điều kiện của Định lí 2.1.4 được thỏa, nên T có một điểm bất

động và z = 0 ∈ A1

⋂
A2 là điểm bất động của T .
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ

1 Kết luận

Đề tài đạt được kết quả sau

- Đề tài đã xây dựng được định nghĩa co tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu trong

không gian S-mêtric (Định nghĩa 2.1.3).

- Thiết lập và chứng minh định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn

kiểu Chatterjea yếu trong không gian S-mêtric (Định lí 2.1.4).

- Xây dựng ví dụ minh họa cho Định lí 2.1.4 (Ví dụ 2.2.3).

- Một số hệ quả quan trọng cũng được rút ra từ Định lí 2.1.4.

Các kết quả trên đã được công bố trong Kỷ yếu Hội nghị sinh viên nghiên

cứu khoa học năm 2013, Trường Đại học Đồng Tháp [6] và một bản thảo bài

báo khoa học đang gửi đăng [16].

2 Kiến nghị

Trong thời gian tới đề tài có thể phát triển theo các hướng sau

-Thiết lập định lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea

yếu trong một số mêtric suy rộng khác.

-Đề tài có thể được tiếp tục phát triển để tìm một số áp dụng khác cho định
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lí điểm bất động cho điều kiện co tuần hoàn kiểu Chatterjea yếu trong không

gian S-mêtric.
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